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TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER

N-1
X(k) — Zx(n)e—szkn/N
n=0

parak=0,1,2,..., N-1

La TDF es una funcién de variable discreta, describiremos como se obtiene esta expresion
matematica aplicada al analisis de sefiales digitales y qué representa.

Movimiento oscilatorio armonico y sonidos puros

Los movimientos oscilatorios conforman el estimulo en la percepcion de la sensacion sonora, y
la complejidad de ese movimiento determina la complejidad del sonido percibido. Vamos a
definir matematicamente el movimiento oscilatorio mas simple —denominado movimiento
oscilatorio armonico- que sirve de estimulo a la percepcion de los sonidos puros.

Partimos de un sistema analogo, un objeto que se desplaza con movimiento circular uniforme.
La proyeccion sobre un eje de un punto con movimiento circular uniforme describe un
movimiento oscilatorio armonico.

T)\Q,

A

Proyeccion del movimiento circular uniforme en oscilatorio armonico.

Un objeto realiza un movimiento circular uniforme si su trayectoria es una circunferencia y si su
velocidad es constante, por lo cual, recorre longitudes de arco iguales en tiempos iguales.

Si el arco PQ es el espacio recorrido y ¢ es el tiempo empleado en recorrerlo, su velocidad es

_Po

t

v

A la velocidad también podemos definirla en funcion del angulo barrido o angulo de fase (6). A
esta forma de expresar la velocidad la denominamos angular ().

0

w=—

t

Y desde aqui expresar el angulo en funcién de la velocidad angular:

0=ot
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Los angulos pueden expresarse en distintos sistemas de medida, los mas habituales suelen ser el sistema sexagesimal,
que mide los angulos en grados sexagesimales, o el sistema natural que los mide en radianes.

El sistema sexagesimal parte de un angulo recto, que mide 90°, y define la unidad, 1°, como la noventa ava parte del
angulo recto.

El sistema natural expresa la medida de un angulo a través de un niimero abstracto, y es el que se utiliza en
matematica, dado que las variables que se utilizan son numéricas. La unidad en este sistema, 1 radian, se define a
partir de una circunferencia de radio r, y es el angulo que barre un arco de circunferencia cuya longitud es igual al
radio.

_ longitud del arco
longitud del radio

Como la longitud de la circunferencia es 277, el angulo que corresponde a una vuelta completa es

2
a=ﬂ=27r

,
El angulo mide 27 radianes. Los radianes suelen abreviarse rad, pero en general no se escribe.

Podemos relacionar, entonces, ambos sistemas de medida recordando que a una vuelta completa le corresponde un
angulo de 360°, cuatro angulos rectos, y equivale a 27 radianes. Luego, 180° es 7 radianes y 90° es n/2 radianes.

Nos interesa determinar la elongacion (y), la distancia vertical del objeto al eje horizontal, que
es igual a la proyeccion del radio de la circunferencia sobre el eje vertical.

y=Asind

Dado un triangulo rectangulo, se define al seno del angulo (sin o) como el niimero que resulta del cociente entre la
longitud del cateto opuesto y la longitud de la hipotenusa.

Asi, expresamos y en funcion del angulo del sistema analogo, o angulo de fase, y la amplitud 4,
o radio. Si deseamos la elongacion expresada en funcion del tiempo, podemos reemplazar el
valor del angulo por oz, recurriendo a la velocidad angular.

y = Asin(wt)
En este caso el movimiento oscilatorio comienza con fase inicial 6 = 0. Si el movimiento
comienza en cualquier otra posicion deberiamos sumar el valor del angulo de fase inicial al
inicio del movimiento (¢ = 0).

y = Asin(wt + @)

Para independizarnos del movimiento circular, podemos expresar la velocidad angularw en
funcion de la frecuencia (f) que es la cantidad de ciclos por segundo.

En el movimiento circular uniforme un giro de 360° se desarrolla en el tiempo que dura un
ciclo, (T). Por lo tanto, si

Como la frecuencia y el periodo se vinculan por f =1/T, nos queda que
@ =27 f Reemplazando la velocidad angular resulta:

v =Asin(2rx ft + @)
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El valor de la elongacion para una frecuencia dada estd ahora en funcion del tiempo. Esto
podriamos anotarlo como y = y(%).

La descripcion matematica de la sefial digital es similar. La variable tiempo ya no transcurre de
manera continua, sino que asume valores discretos.

y(n)=Asin(2x T + @)

donde n es el numero de muestra considerado y T es el periodo de muestreo (el tiempo que
transcurre entre una muestra y la siguiente). El tiempo ahora se mide por cantidad de periodos
de muestreo (n7).

Si R es la frecuencia de muestreo (o cantidad de muestras tomadas por segundo), podemos
relacionarla con el periodo de muestreo 7, del mismo modo que la frecuencia y el periodo en el
movimiento oscilatorio, 7 =1/R .

y(n) = Asinzfn/ R+ @)

Dado que R es una constante que depende del problema, para simplificar los célculos en la
practica se escribe:

y(n)=Asin(2x fn+¢) = Asin(wn + @)

\

Dos ciclos de una sefial sinudoidal de 1000Hz, muestreada a 32kHz, y 32 muestras por ciclo.

Recordemos la ley fundamental que se emplea en audio digital, conocida como Teorema de Nyquist (1928), expresa
que para muestrear una componente de frecuencia X, la frecuencia de muestreo debe ser por lo menos de 2X. Por
ejemplo, si deseamos registrar un sonido puro de 10.000 Hz, R debe ser de al menos de 20.000 Hz. Una frecuencia de
muestreo de 44.100 Hz (de un disco compacto, por ejemplo) deberia, al menos en la teoria, permitirnos registrar
digitalmente sonidos cuya componente de frecuencia mas alta sea de 22.050 Hz.

Si la frecuencia de muestreo es exactamente igual al doble de la frecuencia del sonido a digitalizar, cada ciclo estara
representado por s6lo dos valores (criticamente muestreado). Esto se observa en la figura siguiente.

Sinusoide criticamente muestreada, con dos muestras por ciclo.
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Si la frecuencia de muestreo es menor al doble de la frecuencia del sonido se produce una indeterminacion
denominada aliasing, que produce distorsion. Puede verse en el siguiente grafico que la lectura de las muestras
obtenidas reproduce una componente de menor frecuencia que no existia en la sefial original.

Una sinusoide muestreada por menos de dos muestras por ciclo, que produce aliasing .

Para evitar el aliasing se emplea, en los conversores, un filtro pasa-bajos en la entrada. Su frecuencia de corte se
encuentra a la mitad de la frecuencia de muestreo, ¢ impide que cualquier componente que supere en frecuencia la
mitad de R pase al conversor analdgico-digital. Recordemos que un filtro pasa-bajos deja pasar todas las componentes
que se encuentran por debajo de su frecuencia de corte y retiene al resto. Otro filtro pasa-bajos a la salida, suaviza el
contorno de la forma de la sefial generada por el conversor digital-analdgico a partir de la secuencia de niimeros
almacenada. Una sefal criticamente muestreada s6lo puede ser reproducida como una sefial sinusoidal, dado que la
frecuencia de corte del filtro no permite el paso de armonicos.

Retomando las cuestiones matematicas que nos ocupan, veamos ahora otra forma de expresar la
funcion y(n) = Asin(wn + @)

Nuestra funcioén es una constante 4 multiplicada por el seno de la suma de dos angulos. La
trigonometria ensefia que

sin(a + ) =sina cos f+cosasin
Entonces, podemos escribir

y(n)=Asin(wn+¢) = A[sin(a)n) cos ¢ + cos(wn) sin ¢]
= Asin ¢ cos(awn)+ A cos @sin(wn)
= a cos(an)+ bsin(wn)

donde a=Asing y b= Acos¢

Si deseamos obtener el valor de 4, utilizamos la relacion trigonométrica fundamental
sin®@+cos’ =1

Sumando los cuadrados deay b

a’ +b* =(A4sing)’ + (Acosg)’
= A*sin* ¢+ A° cos’ ¢
= A*(sin” ¢+ cos’ @)
=A*

Por lo tanto, la amplitud es

A=A~a’+b’
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Para conocer el angulo de fase inicial planteamos el siguiente cociente

zzALw:tan¢
b Acosg¢

Dado un triangulo rectangulo, se define al coseno del angulo (cos o) como el numero que resulta del cociente entre la
longitud del cateto adyacente y la longitud de la hipotenusa. Dado un tridngulo rectangulo, se define a la tangente del
angulo (tan a) como el nimero que resulta del cociente entre la longitud del cateto opuesto y la longitud del cateto
adyacente, resultando igual al cociente entre el seno y el coseno del angulo.

Conocida la tangente del angulo, podemos conocer el angulo a través de su inversa, ;cual es el

, a ., . . .
angulo cuya tangente vale ; ?, esta relacion se denomina arco tangente y se escribe asi:

a
=tan" —
¢ b

Identidad de Euler

La identidad de Euler, una féormula muy utilizada en el procesamiento digital de sefiales de
audio, nos dice que

0 .
e’ =cosf+ jsinf

e, al igual que m, es un nimero irracional cuyo valor es 2.718281828459..., y j representa a la
unidad imaginaria.

El conjunto de niimeros reales, R, puede representarse mediante una recta, que llamamos recta real, donde a cada
punto que la forma le corresponde un niimero real. Las operaciones que realizamos con estos niimeros cumplen con
los axiomas y leyes que definen a R.

Pero en el caso de /-1 no encontramos solucioén en R, y en consecuencia se define un nuevo conjunto de numeros.

Estos son los nimeros imaginarios (1), a cuya unidad llamaremos j, y que también pueden ser representados en una
recta, denominada recta imaginaria.
J=~-1

Ambos conjuntos, R e |, definen un nuevo conjunto de numeros, los nimeros complejos, C.

Un numero complejo se expresa asi: z=Xx+ jy, donde x es la parte real del complejo, e y la
parte imaginaria.

Consideremos un par de ejes cartesianos ortogonales, donde el horizontal es la recta real y el
vertical la recta imaginaria. Ambos ejes determinan un plano, llamado el plano complejo, en el
cual cada punto de ese plano tiene una componente real y una imaginaria. Por esto podemos
expresar el numero complejo z en forma polar del siguiente modo:

z=rcos@+ jrsinf

donde r es el vector que posiciona al punto, y 8 el angulo que forma 7 con el semieje positivo de
la recta real.

Haciendo uso de la identidad de Euler podemos escribir a z de la siguiente forma:

z=re’’ =r(cos@+ jsin@) =rcosf+ jrsinf
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Esta forma exponencial reduce considerablemente la dificultad de las operaciones con numeros
complejos. En la multiplicacion, por ejemplo, la operacion resulta mas simple:

412, = (’ieﬂg] )(Vze'iaz) =(nn )e"e'™) = h rzej(glJrHZ)

Solo basta recordar las propiedades del producto de potencias de igual base, para comprender lo anterior.

Por otra parte, es interesante observar que haciendo & = 7 en la relacion de Euler, surge la
formula considerada de singular belleza

e’” =cosz+ jsinz
e’ =-1+0
e"+1=0

dado que reune de forma simple a las constantes e, 7w, j, 0 y 1 con las operaciones de suma,
multiplicacion, potenciacion e igualdad.

Otra derivacion importante surge de la suma de dos complejos conjugados, aquellos que tienen
su parte imaginaria con distinto signo. Si z, =cos@+ jsinf, z2=cos@—jsinf es el
complejo conjugado, con un angulo igual a —0.

imag

Jjo

"y

.y
K

Complejos conjugados

H

real

En esta situacion se verifica que cos(—6) =cosé , y por otro lado que sin(—€) = —sin @
z,+2z,=e’ +e’’ =cos@+ jsin@+cosh— jsin@ =2cosf
Lo que nos permite determinar la componente real como:

j60 -jO
e’ +e”’

2

cosd =

Y si planteamos la diferencia entre estos complejos conjugados

z,—z,=e"’—e’’ =cos@+ jsin@—cos@+ jsin@=2sind

podemos determinar la componente imaginaria del complejo:

sind =
2

Observemos que expresamos seno y coseno del angulo en funcionde 6y - 6.
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La sinusoide compleja

En el procesamiento de sefiales digitales suele usarse el término sinusoidal para una sefial
definida tanto por la funcién seno como por la funcién coseno. De hecho, una funciéon coseno
con fase inicial 0 no es sino una funcién seno con fase inicial —m/2. Su utilizacién es comun
cuando se trata de sefales representadas de forma compleja.

imag ¢’ =cos0+ jsing
.
L

real

Movimiento circular uniforme en el plano complejo.
Consideremos el movimiento circular uniforme de un punto sobre la circunferencia unitaria. La
proyeccion sobre el eje real describe un movimiento oscilatorio arménico que es posible
expresar en términos del coseno del angulo de fase, y otro movimiento oscilatorio sobre el eje

imaginario, expresable como el seno del mismo angulo. Si recurrimos a la identidad de Euler,
podemos definirlo del siguiente modo:

e’’ =cos@+ jsinf
0, yaque 0=t

e’ =coswt+ jsinwt
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Consideramos nuevamente

e.i(fl)t) + e—j(aﬂ)

cos(wt) = 5

notamos que en realidad cos(awr) es la suma promediada de dos movimientos circulares de
sentidos opuestos, y por lo tanto contiene ambas frecuencias,

Del mismo modo,

jot e— Jjot
sin @t =
también contiene ambas frecuencias.
imag

e’
a

A |

b real
-d
e /?

Movimientos circulares de igual velocidad y sentido opuesto.
Transformada Discreta de Fourier

La Transformada Discreta de Fourier (TDF) nos permite obtener el espectro de una forma de
onda. Este espectro esta representado por componentes sinusoidales cuyas frecuencias son
armoénicos de una fundamental, denominada frecuencia fundamental de analisis.

Si partimos de una forma de onda arbitraria, x(n) y enviamos para su analisis una cantidad N de
muestras sucesivas, representativas de un tnico ciclo de una onda infinitamente periodica. El
resultado obtenido contiene los armoénicos presentes en el periodo considerado de esa onda
supuestamente periddica.

Consideremos un caso simple, x(n)= A4 sin(wn), cuyo periodo esta representado por N muestras.
. . . 1
x(n) = Asin(wn) = Asin(2x fn) = A sm(27rﬁn)
Si N =8, los valores de amplitud para cada muestra del ciclo estaran dados por:

x(n)=4 sin(27z%n) =4 sin(%n)
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y son:

A A A A

x(n)=0, ﬁ’ A’ﬁ’ 0, —ﬁ, — A, _ﬁ

Conn=0,1,2,3,4,5,6,7=0, ..., N-1

La suma de todos los valores es igual a cero, porque la funcidén seno es simétrica respecto al eje
horizontal. La pregunta es entonces como extraer de forma matematica la amplitud maxima de
esa sucesion de muestras.

Dado que x(n) = Asin(wn), si multiplicamos a la funcion por sin(wn) nos queda:
Asin(wn)sin(wn) = Asin’(wn)

Al elevar los valores de la funcidén seno al cuadrado, la amplitud de cada muestra se vuelve
positiva en todos los casos. Si sumamos ahora los valores de todas las muestras, obtenemos lo
siguiente:

N-1
Zx(n)sin(a)n):0+£+A+£+O+£+A+£:4A:Nﬁ
n=0 2 2 2 2 2

Hemos extraido, de este modo, la amplitud de x(n) a través de un procedimiento puramente
matematico. Del mismo modo, si x(n) representa a una forma de onda compleja, podriamos
utilizar el mismo procedimiento para extraer la amplitud de todas sus componentes.

En este caso multiplicariamos a la funcion x(n) por sin(wn), sin(2on), sin(3wn), y asi
sucesivamente.

A fin de comprobar el procedimiento podemos multiplicar a la sefal x(n)= sin(a@n) por sin(2wn)
a fin de intentar extraer un segundo armoénico. El resultado debe dar 0, pues sabemos de
antemano que la funcion a analizar es una tinica sinusoide.

La solucion al problema planteado la encontramos a partir de la utilizacion de la siguiente identidad trigonométrica:
sin(a)sin(f) = %[cos(a — ) —cos(a + ,[)’)]

Nos queda, entonces

N-1

E Asin(wn)sin2on) = z

n=0 n={

[cos(—a)n) —cos(Bw n)]

ISIES

N-1
= éZcos(—am) -
2 n=0 2

N-1
éZCosGwn) =0
n=0

Consideremos ahora el caso de una forma de onda compleja cualquiera, ya que por el Teorema
de Fourier sabemos que siempre podra descomponerse en un numero finito de ondas simples de
frecuencia y amplitud determinadas. La expresion de cada componente puede tener esta forma:

x(n) = Asin(wn + @) = acos(awn) + b sin(wn)

Nos interesa determinar a y b para conocer 4 y ¢.

10
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Podemos multiplicar las muestras por cos(@n) y sumar los resultados para extraer a
x(n) cos(awn) = a cos’ (wn) + bsin(wn) cos(wn)

y multiplicar por sin(wn) para extraer b
x(n) sin(ewn) = a cos(wn) sin(awn) + bsin” (on)

Dado que
N-1
z sin(an) cos(awn) =0

n=0

nos queda entonces
N-1 a N-1 b
D" x(n)cos(wn) = NE y . x(n)sin(on)= NE
n=0 n=0

Luego por cos(2wn) y sin(2on) para el segundo armoénico, y asi sucesivamente. De modo
general podemos escribirlo como sigue.

N-1 N-1
a, = %Zx(n) cos(kan) y b = %Zx(n) sin(kan)
n=0

n=0

Posteriormente, con los valores de a; y b; podemos calcular la amplitud (4;) y la fase
(@) correspondientes a cada armodnico, teniendo presente que la amplitud obtenida corresponde
a la mitad de su valor real, pues se halla repartida entre el valor de frecuencia positivo (an) y
el negativo (-wn). El espectro calculado es, por lo tanto, simétrico alrededor de 0 Hz.

Tratemos de determinar ahora cudles son las frecuencias de las componentes que resultan del
analisis. La variable & representa el indice de frecuencia, y la frecuencia fundamental de analisis
ocurre para k=1

kR
fk:W para k=0,1,2, ..., N-1

fres la frecuencia del armonico &, R es la frecuencia de muestreo (sampling rate), y N es el
numero de muestras analizadas. Para & = 1, entonces, obtenemos la frecuencia de la

fundamental, para k = 2 la del segundo armonico, y asi sucesivamente.

Resumiendo podemos decir que mediante productos y sumas, determinamos la amplitud y el
angulo de fase de cada componente de la sefial analizada.

Otro modo de representar la funcion es valiéndonos de la relacion de Euler. En nuestro caso
podemos adaptar la identidad a las variables que nos interesan particularmente:

e’ =cos(2x ft)+ jsin(2x ft)

y dado que cos(-x) = cos(x) y sin(-x) = -sin(x), podemos escribir

11
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e/ = cos(=27 ft) + jsin(-2x ft) =cos(2x fi)— jsin(27 ft)
kR
Como la frecuencia estd dada por kR/ N , y el tiempo por nT, 27ft se convierte en 2”WnT

Y como R = 1/T queda, simplificando, 27 ft =27xkn/ N
Por lo tanto,
e /N = cos2rkn/ N) — jsin(2zkn/ N)

Si llamamos « a la parte real y b a la parte imaginaria, segiin vimos, podemos calcular 4 y ¢
para cada componente.

Finalmente, la funcion queda expresada del siguiente modo:

N-1
X(k)y=Y x(n)e ™™ parak=0,1,2, ..., N-1

TDF(x(n))= X (k)
(X (k)| =+a,” +b," =4,
b
arg[X (k)| = tan™ = = ¢,
a

Cada una de las componentes del espectro X(k) en que puede descomponerse una forma de onda compleja x(n), de la
que tenemos N muestras, puede obtenerse calculando su amplitud y su angulo de fase. Esto se logra sumando los
productos entre cada muestra y una funcién sinusoidal compleja.

El siguiente fragmento de programa en lenguaje C describe la aplicacion practica de la formula.

for(k = 0; k < N; k++){ //k de 0 a N-1
real[k] = imag[k] = O; //se inicializan a 0
for(n = 0; n < N; n++){ //n de 0 a N-1

real[k] += x[n] * cos(2Pi * k * n /7 N) ;
imag[k] -= x[n] * sin (2Pi * k * n / N) ;

}
real[k] /= N ; //se escala por 1/N
imag[k] /= N ; //para A entre Oy 1
3

Los datos almacenados en las matrices real e imag son los coeficientes a y b, desde donde se obtiene 4 y la fase. La
frecuencia representada por el indice & es, como vimos antes, fi = kR /N

Si analizamos 16 muestras de un sonido muestreado a 16.000 Hz, la frecuencia fundamental de
analisis corresponde a 1000 Hz (R/N), y las demas componentes (armoénicos) tienen frecuencias
multiplos de esa fundamental.

La cantidad de valores que se obtienen equivale a N (el nimero de muestras). Sabiendo que hay
16 muestras obtenemos 16 valores de a y b, y el resultado es en espejo, dado que al superar R/2
se produce aliasing. Algo similar ocurre en el cine, cuando se filma una rueda con rayos que
acelera su velocidad (una carreta, por ejemplo). En determinado momento, vemos que la rueda

12
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parece detenerse y comienza a girar en sentido opuesto. Recordemos que una pelicula también
es discreta, y estd formada por 24 cuadros por segundo.

Los primeros 9 (0 a 8) valores de k& (hasta R/2, frecuencia de Nyquist) corresponden a las
frecuencias positivas del espectro, los siguientes, a las negativas en orden decreciente. Ejemplo:

k=0 0 R/NHz
k=1 1 R/NHz
k=2 2 R/N Hz
k=28 8 RINHz=R/2
k=9 -7 R/IN Hz
k=10 -6 R/N Hz
k=15 -1 R/NHz

Los valores de amplitud para cada indice de frecuencia son, segiin vimos, N 5 , a excepcion del

armonico de 0 Hz (k = 0), también llamado DC por direct current, y el armonico con frecuencia
R/2 o frecuencia de Nyquist (k = 8 en el ejemplo anterior), que equivalen a N veces A. Esto se
produce porque tanto la componente de 0 Hz como la componente cuya frecuencia es la mitad
de la frecuencia de muestreo poseen su parte imaginaria igual a 0, sin que pueda distinguirse el
signo de la frecuencia. Una componente criticamente muestreada (dos muestras por ciclo) s6lo
puede ser una funcion coseno, con valores 4 y —4. Y algo similar ocurre con el armonico a 0
Hz, pues con k = 0 su parte imaginaria es cero, y la real representa N veces su amplitud.

La TDF inversa nos permite convertir los datos de una sefial discreta representada en el dominio
de la frecuencia (espectro) al dominio del tiempo (forma de onda).

1 N-1 )
x(n) ZNZX(k)e””’k"/N paran=0,1,2, ..., N-1

k=0

Por otra parte, la Transformada Rapida de Fourier (FFT, por Fast Fourier Transfom) es un
algoritmo de computacion que implementa de manera rapida y eficaz la Transformada Discreta.
Requiere que N sea potencia de 2.

0dB

-100 dB

0 Hz R/2 Hz

Un ciclo de una sefial periodica con 4 arménicos, y su espectro calculado con la FFT.
Como es comun en la préctica, sélo se representa la parte positiva.

13
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EJEMPLOS Y APLICACIONES DE LA TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER

A fin de ilustrar los conceptos estudiados anteriormente, veremos algunos ejemplos sobre
tratamiento digital de sefiales. Otras aplicaciones interesantes ocurren en la resintesis de sonidos
complejos, utilizando instrumentos acuUsticos convencionales; cada instrumento imita el
comportamiento de los parciales de un sonido a emular. Esta técnica es comun en el
movimiento francés denominado espectralismo, que plantea en sus obras la resintesis de
espectros obtenidos de sonidos instrumentales grabados, o del calculo de espectros a partir de
técnicas de sintesis del sonido (sintesis aditiva, frecuencia modulada y amplitud modulada).

Para ello, utilizaremos el lenguaje de programacion para el procesamiento de sonido y musica

en tiempo real Max-MSP', y el entorno de programacién para composicion asistida Open
. 2

Music”.

FFT

En el ejemplo 1, el objeto cycle~ produce una sinusoide que oscila entre +1 y -1, y su frecuencia
es calculada para que coincida exactamente con la frecuencia fundamental de analisis R/N. La
frecuencia de muestreo es 44.100 Hz y el nimero de muestras de la ventana de analisis es 256,
lo que da por resultado 172,266 Hz. Como se trata de una sefal sinusoidal, la TDF s6lo deberia
detectar energia para el primer armonico. Se observa en la tabla obtenida que el primer valor es
0, y corresponde a la componente de 0 Hz (k = 0). El segundo valor es 128 y corresponde a

A
N 5 , para k = 1. Esto implica que la amplitud detectada es 0,5, o sea la mitad que corresponde

a las frecuencias positivas. El ultimo valor de la tabla también es 128 y representa a la
frecuencia negativa de nuestra sinusoide (k = 255). Segun se observa en el programa, los valores

de a y b los obtuvimos con el objeto fft~, y la amplitud fue calculada con va’* +b> .

44100 frecuencia de muestren (s

Mimero de muestras (b)

Srik
DATOS CAPTURADOS

0.00122.00 0.00 0.00 0.00 000 000 0.00 000 000 0.00 0.00
0.00 000 000 000 000 000 000 0.00 0.00 0.00 000 000
0.00 0.00 0.00 0.00 000 000 000 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 000 000 000 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 000 000 000 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
000 000 0.00 000 000 000 000 0.00 0.00 000 0.00 000
000 000 0.00 000 000 000 000 0.00 0.00 000 0.00 000
000 000 0.00 000 000 000 000 0.00 0.00 000 0.00 000
P 0.00 000 000 000 000 000 000 0.00 0.00 0.00 000 000
\ / f \ / \ J/ 0.00 000 000 000 000 000 000 0.00 0.00 0.00 000 000
\ [‘ \ / \ /‘ 0.00 0.00 0.00 0.00 000 000 000 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

000 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 000 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
Transformada
-
de Fourier fit~ 256 256 0 Forma de onda

0.00 0.00 0.00 0.00 000 000 000 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 000 000 000 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
000 000 0.00 000 000 000 000 0.00 0.00 000 0.00 000

a b j’;; 000 000 0.00 0.00 000 000 000 0.00 0.00 000 000 000
'7 000 000 0.00 0.00 000 0.00 000 0.00 0.00 000 0.00 0.00
* 0.00 000 0.00 0.00 000 000 000 0.00 0.00 000 0.00 000
-~
a elevado al cuadrado . ._ b elevado al cuadrado 0.00 000 000 000 000 000 000 0.00 0.00 0.00 000 000

0.00 0.00 0.00 0.00 000 000 000 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 000 000 000 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00

0.00 0.00 0.00 128.00

i~ raizcuadrada Ed,:)

captura los primeros 256 valares

capture~ f 256 2

Ejemplo 1.

" http://www.cycling74.com
? http://recherche.ircam. fr/equipes/repmus/OpenMusic

14



Matematica Aplicada a la Composicion Musical Galdo | Cetta

El ejemplo 2 es similar al anterior, pero en este caso ingresamos una sefial compuesta por los
primeros tres armonicos, cuyas amplitudes son 0,5; 0,25 y 0,125 respectivamente. Se observan
nuevamente los resultados en espejo, con valores 64, 32 y 16 (N.A4/2).

frecuencia de muestreo (sn DATOS CAPTURADOS

Mimero de muestras () 0.64.32.16. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0. 0.0
0.0.0.0.0.0. 0 0 00,0 0 0,00
0.0.0.0.0.0.0 0 00,00 0.0 0.
srim 0.0 0 0 0.0 00 00 0000 0
0.0.0.0.0.0 00 00,0 0 0,0 0.
F172.266| frecuencia fundamental de analisis g: g: g: g: g: g: g: g: g: g: g: g: g: g: g:
0.0.0.0 0.0 0.0 0 0.0 0 0 0 0.
— — 0.0.0.0.0.0 00 00,0 0 0,0 0.
fres primeros 0.0.0.0.0.0.0.0.0 0.0 0 0. 0 0.
armanicos 0.0.0.0.0.0.0 0 00,00 0.0 0.
0.0.0.0 0.0 0.0 0 0.0 0 0 0 0.
|cyc|e~| |cyc|e~| |cyc|e~| 0.0.0.0.0.0.0.0.0 000,00 0.
| T I 0.0.0.0.0.0.0 0 00,00 0.0 0.
] 0.0.0.0.0.0.0 0 00,00 0.0 0.
ampliudge v 279 5 *~0.25| ['~0.125]| Goo0o0600600 0000000
cada armaonica T T 0.0.0.0.0.0. 00,000 0. 0. 16,32
: i 54,
H
Transformada
de Fourier fit~ 256 256 0 VA A A A

af b A
A f 3

Forma de onda

<)

= o

capture~ f 256 1| captura los primeros 256 valores

Ejemplo 2.

Los programas anteriores muestran el analisis de una seflal cuya fundamental, o primer
armonico, coincide exactamente con la frecuencia fundamental de analisis de la TDF, pero esto
jamas ocurre en la practica. Para ello, es preciso tener en cuenta que las muestras a analizar (V)
siempre seran consideradas como un ciclo de una onda infinitamente periddica, aunque esto no
sea cierto. Asi como la onda estd muestreada en el tiempo, el espectro estd muestreado en
frecuencia, y los valores de frecuencia a detectar seran siempre los armonicos de la frecuencia
fundamental de analisis. En el primer ejemplo vimos que para R = 44100 y N =256, su valor era
172,266 Hz. Pero qué ocurre si analizamos una sefial sinusoidal de 300 Hz que no coincide en
frecuencia con ningin armoénico de esa fundamental de analisis. Dado que N no abarca
exactamente un ciclo de la sefal, la forma de onda a analizar ya no es mas sinusoidal, y por lo
tanto, posee armonicos, los mas prominentes en las frecuencias mas cercanas a los 300 Hz. La
informacion irrelevante de los resultados suele denominarse artefactos de analisis, y un modo
de minimizarla es a través de técnicas de modificacion de la forma de la ventana.

cycle~ 300

x(n)
\ ]L 182021222207 182126108 00 78 68 6.1 64 5.0 48
43 40 28 356 33 23 302027 1632561433232 1%
\_/‘ J 21 2020 18 1818 1.7 17 17 16 16 1.5 15 15 1.4

14 1.4 14 12 13 1.2 1.2 13 12 12 1.2 1.2 11 1.1 11
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ; 1111 11 14 10 10 1.0 1.0 10 10 1.0 1.0 09 09 0.8

0.8 08 0% 09 09 00 09 09 09 0.9 0.8 08 08 08 08
H(K) fit~ 256 256 0 08050808 0.8 0.6 0808 08 0.6 0.6 08 08 08 0.8
: 0F 0F 03 07 07 0F 0F 07 07 0.7 0.7 07 07 07 07
i i
ia b 07 07 07 07 07 0F 0F 07 07 0.7 0.7 07 07 07 07
07 07 07 07 07 0F 0F 07 07 0.7 0.7 07 07 07 07

i §
"=". 0.7 08 080 0.5 08 05 08 08 0.6 08 08 08 0.8
Ny ifft~ 256 256 0 0.8 08 08 0
]
L — 1
1

8
Ed 2080808202 09000909090049

DA 08048 9080810101010 10 10 1010

11

4

1.1 1.1 1.1 1111212 1.2 1.2 13 1.2 13 1.3

8 0
& 0.
8 0.
11
"\ 1214141414 151515 16 16 17 17 17 18 1.8

rorsasy 19 20 30 21 2% 22 23 34 26 26 37 29 30 33 33

§ II( I’r 35 38 40 43 46 50 55 61 68 T8 A0108135182297

qul) f ,I 1222392

Ejemplo 3.
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Segun se observa en la lista de datos capturados, el pico mas prominente aparece en el segundo
armonico de la fundamental de andlisis (344,56 Hz), que es la frecuencia mas cercana a los 300
Hz. Su amplitud es 0,95 (A. N /2 =122,2).

256 muestras de una sinusoide de 300 Hz, muestreada a 44100 Hz. Se observa que no representa
un nimero entero de ciclos de una sinusoide, sino un ciclo de una forma compleja.

Un modo de aumentar la resolucion en frecuencia es aumentar el tamafio de la ventana. Si R =
32000 Hz, y N = 32, la frecuencia fundamental de analisis es 1000 Hz y sus armoénicos 2000,
3000, etc. Pero si aumentamos N a 3200 muestras, crece la resolucion en frecuencia, pues se
buscan componentes cada 10 Hz. En este caso, es mucho mas probable que la frecuencia a
detectar coincida con los armoénicos de la frecuencia fundamental de anélisis. Al mismo tiempo,
ocurre que la mayoria de los sonidos que nos interesa analizar distan mucho de ser periddicos,
son cambiantes en el tiempo. Como contrapartida, al aumentar la resolucion en frecuencia
disminuye la resoluciéon temporal, esto significa que si el sonido analizado varia, perdemos
informacién sobre sus estados intermedios al ir calculando como se transforma el espectro en el
tiempo. Una solucién a este problema es que la ventana no avance N muestras, sino que se
superponga a la anterior. A modo de ejemplo, si N = 1024, podemos correr la ventana cada 256
muestras, mejorando asi la resolucion temporal.

20500 Hz
130 He
3620 He

1440 He

20H:

3186 c

Representacion tridimensional de la sucesion de espectros de un sonido impulsivo.
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En el entorno Open Music se realiza la FFT a través de un objeto de la libreria SuperVP. La
informacién obtenida puede ser representada de diversas formas. Los datos que aporta el objeto
se almacenan en un archivo con el formato SDIF.

T ce6 peoeo
R

(=1 =3 7 =1 ¥ -3 “3 -1 <]

hA FFT

sdif2tesxt getsdifdata
1]

T T
L]

collect

°] ]
k b
Ejemplo 4.

Sintesis Cruzada

La TDF nos permite realizar operaciones de transformacion de las sefiales representadas en el
dominio de la frecuencia, que no serian posibles en el dominio del tiempo. La aplicacion que
veremos a continuacion se denomina sintesis cruzada, y consiste en multiplicar los valores de
amplitud de las componentes de un sonido con los de otro. A modo de ejemplo, una sefial
constituida por golpes sobre un instrumento de percusion, puede articular la aparicion de una
musica, que a la vez es filtrada por la envolvente espectral del instrumento percutido a causa de
la multiplicacion de los espectros. Para comprender mejor esta técnica es necesario tener en
cuenta algunas consideraciones previas.

La TDF de dos formas de onda sumadas ( f{n) y g(n) ) equivale a la suma de sus espectros.
DFT(f(n)+g(n)=F(k)+G(k)

Del mismo modo, la TDF de una forma de onda multiplicada por una constante (a), equivale a
la multiplicacion de las muestras de amplitud del espectro por esa constante.

DFT(a.f(n)) = a.F (k)

En cambio, la TDF aplicada a la multiplicaciéon de dos formas de onda, no corresponde a la
multiplicacion de sus respectivos espectros, sino a la convolucion de los mismos.

DFT(f(n).g(n) = F(k)*G(k)

17
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En el siguiente ejemplo, se observa la multiplicacion de dos sefales, una compleja (formada por
componentes sinusoidales de 1000, 5000 y 10000 Hz) con otra simple de 500 Hz. Vemos que a
nivel espectral se produce la suma y la resta de las frecuencias de cada una de las componentes
de la sefial compleja, con la sinusoide de 500 Hz (1000 + 500, 1000 — 500, 5000 + 500, 5000 —
500, 10000 + 500 y 10000 — 500). Al resultado de la convolucidon de espectros se lo suele
denominar modulacion en anillo, debido al nombre del circuito que realizaba esta operacion en
los sintetizadores analdgicos, y segun se ve en la figura, se obtiene multiplicando las muestras
de amplitud de las dos formas de onda en los medios digitales.

|cycle~ 1000 |[cycle~ 5000 | [cycle~ 10000 [cycle~ 500

Ejemplo 5.

A las componentes resultantes de la suma y la resta de las componentes de las dos sefiales de
entrada se las denomina también sonidos de combinacion (adicionales y diferenciales). En el
ejemplo que sigue, realizado en OM, se obtienen los sonidos de combinacion de las notas de dos
acordes. Cada nota de un acorde representa a una componente del “espectro”. El programa
realiza la suma y la resta de las frecuencias de las notas, y convierte los resultados de esas
operaciones a las notas mas cercanas (por 1/4 6 1/8 de tono). Esta técnica es también comun en
el espectralismo.

[#an0 6000 6600 76001 | fBo00)

7L *X X *1 *X *] LN N " "N "H 7]

He T
'.'3\
[y

ELCCoo CELCCG0

7 -
5 o te T
Fram =
[] = -
q >
1=
Ejemplo 6.
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output
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length T
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repeatn
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(14 L24
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©
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collect
o
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eachTime finally

Subpatches del Ejemplo 6.

Finalmente, la multiplicacion de dos espectros no equivale a la multiplicacion de sus formas de

onda, sino a la convolucion de las mismas.

DFT(f(n)*g(n)) = F(k).G(k)

Al realizar la multiplicacion de dos espectros se produce un escalamiento de las componentes de
ambos. A modo de ejemplo, si una componente de frecuencia del primer espectro posee
amplitud 0, anula a la del otro espectro, y viceversa.

Ejemplo 7.
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Ftine: 1 | |

5

fftout~ 1

Subpatch pfft~

Los objetos fftin~ realizan la FFT de cada una de las sefales. El objeto carfopol~ (cartesianas a
polares) convierte los valores a y b de la segunda sefal en valores de amplitud, mediante

va® +b* . Finalmente, esos valores de amplitud son multiplicados por a y b de la primera
sefial, y se realiza la transformada inversa con fffout~ para convertir al dominio del tiempo.

Filtro FFT

Otra aplicacion posible es crear un filtro espectral a partir de una curva determinada, en nuestro
caso, dibujada con el mouse. El objeto multislider, sobre el cual se describe la curva, presenta
512 puntos que pueden variar entre -1 y 1. El subpatch tabla duplica esa curva en espejo y
almacena los valores en un buffer. Cada uno de los puntos de la funcién almacenada se
multiplica por los 1024 (V) pares de valores a y b calculados por la FFT, modificando asi la
amplitud de cada componente multiplo de la frecuencia fundamental de analisis de modo muy
preciso.

Planc Cero

ECUALIZADOR FFT
DE 512 BANDAS

.
N B

Dutfer: env_espectral %

Fio  Env

- [
'4“] [ envoly_dinamica

Ejemplo 8.

20



Matematica Aplicada a la Composicion Musical Galdo | Cetta

cartopol~ |

e peek~ env_espectral
e

=]
Subpatch pfft~ Subpatch tabla

Crossover FFT

Otra aplicacion posible consiste en separar las componentes espectrales en un numero
determinado de bandas, a fin de obtener una sefal de audio para cada banda. Cada una de esas

seflales puede ser destinada a un canal de audio diferente, a fin de espacializarlas con
trayectorias diferenciadas.

i
|pfft~ crossov~ 1024 2|

i i i
|[fftout~ 1 hanning| [fftout~ 2 hanning

Ejemplo 9.
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Phase Vocoder

El phase vocoder se basa en la TDF, y comprende dos etapas, una de analisis y otra de
resintesis. Entre una etapa y la otra, es posible modificar los datos obtenidos, a fin de realizar
operaciones de cambio de altura sin afectar la duracion del sonido, o cambio de duracién sin
afectar la altura. La etapa de resintesis consta de un banco de osciladores que reproducen los
valores de frecuencia y amplitud de cada componente, obtenidos durante el analisis.

Amplitud

Input Qutput

FILTROS OSCILADORES

Andlisis y resintesis en un phase vocoder.

sin(2aft)

Lowpass

filter Magnitude

—e
Input Rectangular = y
. q
0 Unwrap Subtr:n_:t
polar h successive

Lowpass Phase | Phase values

filter

cos|2mit)

Filtro de un phase vocoder.

En cada filtro se realiza la multiplicacion de la sefial de entrada por un armoénico de la
frecuencia fundamental de analisis. Si esa componente esta presente en la sefal original, se
produce un adicional (cercano o igual al doble de su frecuencia) y un diferencial (cercano o
igual a 0 Hz). El adicional es eliminado mediante un filtro pasa-bajos. Luego se extrae la
frecuencia y la amplitud, pasando de coordenadas cartesianas (a y b) a polares (4 y ¢). La
diferencia de fase de cada componente, obtenida entre el analisis de un bloque de muestras y el
siguiente, se suma al valor de frecuencia obtenido, a fin de corregir la diferencia que pueda
existir entre la frecuencia original y la frecuencia del armoénico de analisis.

22
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En los siguientes ejemplos, se muestra la implementacion de un phase vocoder en el entorno
OM, tanto en transposicion sin alterar la duracion, como en modificacion de la duracion sin
afectar la altura.

IQDD | k(o 700X 700)) |
[7)

Ea] arden delfiltra
17] L] 1] L]
1 Surkr P PV
supemnp-transposzition

L [7) [7)
’—[
i

C L CCCCCCCoc o
e

SUPEr WP
SUpenp-processing

[

Ejemplo 10.

<]
SurEr W
€ C supenip-timestratch
[ %]

€000 GOCOOG6EG6Go
S

—_
SUPEr YP|

SUpenip-processing

[ *] [ *] 7]
[ (] [7]
Ejemplo 11.
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	 TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER 
	 
	La TDF es una función de variable discreta, describiremos cómo se obtiene esta expresión matemática aplicada al análisis de señales digitales y qué representa. 
	 
	 
	Movimiento oscilatorio armónico y sonidos puros 
	 
	  
	 
	Para independizarnos del movimiento circular, podemos expresar la velocidad angular  en función de la frecuencia (f) que es la cantidad de ciclos por segundo. 
	 
	  
	  
	  
	 
	La sinusoide compleja 
	 
	En el procesamiento de señales digitales suele usarse el término sinusoidal para una señal definida tanto por la función seno como por la función coseno. De hecho, una función coseno con fase inicial 0 no es sino una función seno con fase inicial –/2. Su utilización es común cuando se trata de señales representadas de forma compleja.  
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	Movimiento circular uniforme en el plano complejo. 
	Consideremos el movimiento circular uniforme de un punto sobre la circunferencia unitaria. La proyección sobre el eje real describe un movimiento oscilatorio armónico que es posible expresar en términos del coseno del ángulo de fase, y otro movimiento oscilatorio sobre el eje imaginario, expresable como el seno del mismo ángulo. Si recurrimos a la identidad de Euler, podemos definirlo del siguiente modo: 
	 Smith, J.  Mathematics of the Discrete Fourier Transform (DFT) with Audio Applications,  Second Edition. CCRMA online book. http://ccrma.stanford.edu/~jos/mdft/mdft.html 
	 

